
A U T O M O R P H I S M G R O U P S O F C E R T A I N 

N O N - Q U A S I P R I M I T I V E A L M O S T S I M P L E G R A P H S 

X I N G U I F A N G * , G E O R G E H A V A S ^ a n d J I E W A N G + 

* C e n t r e f o r D i s c r e t e M a t h e m a t i c s a n d C o m p u t i n g , D e p a r t m e n t o f C o m p u t e r S c i e n c e a n d 

E l e c t r i c a l E n g i n e e r i n g , T h e U n i v e r s i t y o f Q u e e n s l a n d , Q u e e n s l a n d 4 0 7 2 , A u s t r a l i a 

t D e p a r t m e n t o f M a t h e m a t i c s , P e k i n g U n i v e r s i t y , B e i j i n g , 1 0 0 8 7 1 , P . R . C h i n a 

1 I n t r o d u c t i o n 

A p e r m u t a t i o n g r o u p o n a s e t 0 i s s a i d t o b e q u a s i p r i m i t i v e i f e a c h o f i t s n o n t r i v i a l 

n o r m a l s u b g r o u p s i s t r a n s i t i v e o n f t . B y t h e s t r u c t u r e t h e o r e m i n [ 1 8 , S e c t i o n 2 ] 

q u a s i p r i m i t i v e p e r m u t a t i o n g r o u p s m a y b e d i v i d e d i n t o 8 d i s j o i n t t y p e s ( A S , T W , 

H A , H S , E C ' , S D , C D , P A ) i n a w a y w h i c h i s h e l p f u l f o r a p p l i c a t i o n s t o g r a p h 

t h e o r y ( s e e t h e d e s c r i p t i o n i n [ 3 ] ) . T h e m a i n t y p e c o n s i d e r e d i n t h i s p a p e r i s A S : 

a q u a s i p r i m i t i v e g r o u p G i s s a i d t o b e o f t y p e A S i f S < G < A u t ( 5 ) , f o r s o m e 

n o n a b e l i a n s i m p l e g r o u p S . 

L e t T b e a f i n i t e s i m p l e u n d i r e c t e d g r a p h w i t h v e r t e x s e t V T a n d e d g e s e t . E T a n d 

l e t G b e a g r o u p o f a u t o m o r p h i s m s o f T . T h e g r a p h T i s s a i d t o b e G - q u a s i p r i m i t i v e 

i f a n d o n l y i f G i s q u a s i p r i m i t i v e o n V T . I n p a r t i c u l a r , a n A u t r - q u a s i p r i m i t i v e 

g r a p h i s s a i d t o b e q u a s i p r i m i t i v e . T h e g r a p h T i s s a i d t o b e G - l o c a l l y - p r i m i t i v e 

i f G i s t r a n s i t i v e o n V T a n d t h e s t a b i l i z e r G a i s p r i m i t i v e o n T ( a ) , w h e r e T ( a ) 

d e n o t e s t h e s e t o f a l l v e r t i c e s a d j a c e n t t o a . T h e g r a p h T i s s a i d t o b e ( G , 2 ) - a r c 

t r a n s i t i v e i f G i s t r a n s i t i v e o n t h e 2 - a r c s o f T . 

P r a e g e r i n [ 1 9 ] r a i s e s t h e q u e s t i o n s : ( 1 ) f o r a G - q u a s i p r i m i t i v e g r a p h T , u n d e r 

w h a t c o n d i t i o n s c a n w e b e c e r t a i n t h a t A u t r i s q u a s i p r i m i t i v e o n F T ? ( 2 ) I f A u t r 

a n d G a r e q u a s i p r i m i t i v e w i t h t h e s a m e q u a s i p r i m i t i v e t y p e , i s i t p o s s i b l e t h a t 

s o c ( G ) ^ s o c ( A u t r ) , a n d i f s o w h a t a r e t h e p o s s i b i l i t i e s f o r t h e s e s o c l e s ? 

W e l o o k f i r s t a t q u e s t i o n ( 1 ) . I t i s s h o w n i n [ 7 ] t h a t , f o r a c o n n e c t e d G -

q u a s i p r i m i t i v e g r a p h T w i t h G o f t y p e A S , i f T i s G - l o c a l l y - p r i m i t i v e t h e n e i t h e r T 

i s q u a s i p r i m i t i v e o r A u t r h a s a r e s t r i c t e d s t r u c t u r e . B a d d e l e y i n [ 2 , S e c t i o n 6 ] c o n ­

s t r u c t s t h e f i r s t e x a m p l e o f c o n n e c t e d n o n - q u a s i p r i m i t i v e g r a p h T w h i c h i s ( G , 2 ) -

a r c t r a n s i t i v e , f o r s o m e q u a s i p r i m i t i v e g r o u p G o f t y p e T W , a n d h e c o m m e n t s 

t h e r e t h a t s u c h g r a p h s s e e m d i f f i c u l t t o c o n s t r u c t . A n i n f i n i t e f a m i l y o f ( L 2 ( g ) , 2 ) -

a r c t r a n s i t i v e g r a p h s w i t h v a l e n c y 4 i s c o n s t r u c t e d i n [ 1 2 ] , a n d L i [ 1 4 ] p r o v e s t h a t 

t h e f u l l a u t o m o r p h i s m g r o u p s a r e i s o m o r p h i c t o Z 2 x L 2 ( q ) , w h i c h g i v e s t h e f i r s t i n f i ­

n i t e f a m i l y o f n o n - q u a s i p r i m i t i v e g r a p h s T s u c h t h a t L 2 ( q ) a c t s q u a s i p r i m i t i v e l y o n 

V T . R e c e n t l y a n i n f i n i t e f a m i l y o f U 3 ( ^ ) - q u a s i p r i m i t i v e t r a n s i t i v e g r a p h s o f v a l e n c y 

9 h a s b e e n c o n s t r u c t e d b y t h e a u t h o r s o f t h i s p a p e r i n [ 8 ] ; t h e i r f u l l a u t o m o r p h i s m 

g r o u p s a r e i s o m o r p h i c t o Z $ . G , a s e m i d i r e c t p r o d u c t , w h e r e Z% = C A u t r ( U 3 ( # ) ) 

a n d V s ( q ) < G < A u t ( U s ( ^ ) ) . F r o m t h i s w e o b t a i n a n e w i n f i n i t e f a m i l y o f 

n o n - q u a s i p r i m i t i v e g r a p h s T a d m i t t i n g a q u a s i p r i m i t i v e g r o u p o f t y p e A S a c t i n g 

t r a n s i t i v e l y o n t h e v e r t i c e s a n d t h e 2 - a r c s o f T . O b s e r v i n g a l l n o n - q u a s i p r i m i t i v e 

P a r t i a l l y s u p p o r t e d b y t h e A u s t r a l i a n R e s e a r c h C o u n c i l . 
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e x a m p l e s w i t h G q u a s i p r i m i t i v e g i v e n a b o v e , w e f i n d t h a t A u t r = C . G w i t h C 

s o m e s m a l l n o n t r i v i a l c y c l i c g r o u p , w h i c h m o t i v a t e s u s t o s u g g e s t a s e t o f c o n d i ­

t i o n s u n d e r w h i c h w e m a y g u a r a n t e e t h a t e i t h e r T i s n o n - q u a s i p r i m i t i v e o r A u t r 

h a s a r e s t r i c t e d s t r u c t u r e . I n t h i s p a p e r w e c o n c e n t r a t e o n G - q u a s i p r i m i t i v e g r a p h s 

f o r G o f t y p e A S . T h e s e t o f c o n d i t i o n s w e e m p l o y i s t h e f o l l o w i n g : 

C o n d i t i o n V L e t Y be a c o n n e c t e d , S - l o c a l l y - p r i m i t i v e graph w i t h S a n o n a b e l i a n 

s i m p l e group. S e t G = A u t ( 5 ) f) A u t r and C = C A u t r ( ^ ) - T and G are s a i d t o 

satisfy C o n d i t i o n V if C ^ 1 and A u t r has n o q u a s i p r i m i t i v e subgroup of type A S 

c o n t a i n i n g C . G as i t s m a x i m a l subgroup. 

R e m a r k s o n C o n d i t i o n V ( a ) U s i n g [ 7 , T h e o r e m 1 . 2 ] w e s h a l l p r o v e t h a t , f o r a 

c o n n e c t e d S - l o c a l l y - p r i m i t i v e g r a p h T w i t h 5 a n o n a b e l i a n s i m p l e g r o u p w i t h V a n d 

G s a t i s f y i n g C o n d i t i o n V, t h e n a n y q u a s i p r i m i t i v e o v e r g r o u p Y o f G i n A u t r m u s t 

b e o f t y p e A S ( s e e T h e o r e m 1 . 1 ) . F r o m t h i s w e c o n c l u d e t h a t C o n d i t i o n V d o e s 

g u a r a n t e e t h a t e i t h e r T i s n o n - q u a s i p r i m i t i v e o r A u t r h a s a n o n - q u a s i p r i m i t i v e 

s u b g r o u p Y s u c h t h a t C . G i s m a x i m a l i n Y . 

( b ) F o r a n a r b i t r a r y g r o u p C , i t i s i n g e n e r a l q u i t e d i f f i c u l t t o v e r i f y t h a t T a n d 

G s a t i s f y C o n d i t i o n V. H o w e v e r , i f C i s a n i l p o t e n t g r o u p a n d i f p i s a p r i m e 

d i v i s o r o f | C | , t h e n C . G i s a m a x i m a l p - l o c a l s u b g r o u p o f Y w h e n e v e r t h e r e e x i s t s 

s u c h a q u a s i p r i m i t i v e g r o u p Y o f t y p e A S i n A u t r . N o t e t h a t a l l m a x i m a l p - l o c a l 

s u b g r o u p s o f a l m o s t s i m p l e g r o u p s h a v e b e e n d e t e r m i n e d ( s e e , f o r e x a m p l e , [ 1 , 5 , 

1 3 , 1 6 ] ) . S o w e c a n f i n d o u t w h i c h T a n d G s a t i s f y C o n d i t i o n V u s i n g a c a s e - b y - c a s e 

c h e c k . 

T h e m a i n r e s u l t s o f t h i s p a p e r a r e t h e f o l l o w i n g . 

T h e o r e m 1 . 1 Suppose t h a t T and G satisfy C o n d i t i o n V. T h e n e i t h e r Y i s a 

n o n - q u a s i p r i m i t i v e graph; o r A u t r i s a q u a s i p r i m i t i v e group of type A S a n d A u t r 

c o n t a i n s a n o n - q u a s i p r i m i t i v e subgroup Y s u c h t h a t C . G i s m a x i m a l i n Y . F u r t h e r , 

f o r a n y i n t r a n s i t i v e m i n i m a l n o r m a l subgroup N of Y , t h e n : N c e n t r a l i z e s S ; o r 

N D C — 1 and N = Z™ for s o m e p r i m e p ; and S = S ( q ) i s a s i m p l e group of 

L i e type o v e r a field of order q = p e , and f u r t h e r , S a n d n / e are as i n Table 1 . 

I n p a r t i c u l a r , if S l i e s i n the f i r s t c o l u m n of Table 1 o r S = E j ^ q ) , t h e n N i s the 

u n i q u e i n t r a n s i t i v e m i n i m a l n o r m a l subgroup of A u t r n o t c e n t r a l i z e d by S . 

F o r T a n d G g i v e n a s i n T h e o r e m 1 . 1 , l e t T * d e n o t e t h e q u o t i e n t g r a p h m o d u l o 

t h e C - o r b i t s o n V T ( o b t a i n e d b y t a k i n g C - o r b i t s a s v e r t i c e s a n d j o i n i n g t w o C , -

o r b i t s b y a n e d g e i f t h e r e i s a t l e a s t o n e e d g e i n T j o i n i n g a p o i n t i n t h e f i r s t C - o r b i t 

t o a p o i n t i n t h e s e c o n d o n e ) . B y [ 1 7 ] , T i s a c o v e r o f T * . A s a n a p p l i c a t i o n o f 

T h e o r e m 1 . 1 w e h a v e t h e f o l l o w i n g . 

T h e o r e m 1 . 2 L e t Y and G satisfy C o n d i t i o n V. Suppose t h a t C i s a c y c l i c group 

w i t h p r i m e order and t h a t A u t r h a s n o a subgroup N : S g i v e n as i n Table 1 . If 

A u t r * i s q u a s i p r i m i t i v e of type A S w i t h socle S , t h e n T i s n o n - q u a s i p r i m i t i v e and 

A u t r = C . G . 
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s 

£ , ( ? ) , / = 3 o r 4 

C z ( g ) , / = 3 o r 4 

£ > * ( ? ) , / = 4 o r 5 

3 D 4 ( q ) , q o d d 

Et(q) 

v a l u e s f o r n / e 

[ 8 , 9 ] o r [ 8 , 1 6 ] 

[ 8 , 9 ] o r [ 9 , 1 6 ] 

[ 8 , 1 2 ] o r [ 1 6 , 2 0 ] 

1 2 

[ 2 7 , 3 6 ] 1 

1 S 

E?(q) 

A f ( q ) , I > 1 

B i ( q ) , I > 4 

d { q ) , / / 1 , 3 , 4 

\ D f { q ) , \ ± 1 , 2 , 4 , 5 

v a l u e s f o r n / e 

[ 5 6 , 6 3 ] 

[ / + l , / ( / + l ) / 2 ] 

[ 2 / + 1 , / 2 ] 

[ 2 l , l 2 ] 

[ 2 1 , 1 ( 1 - 1 ) ] 

T a b l e 1 

w h e r e [i,j] s t a n d s i < n / e < j , f o r d i s t i n c t i n t e g e r s i a n d j w i t h i < j . 

R e m a r k o n T h e o r e m 1 . 2 F o r e a c h g r a p h g i v e n a s i n [ 8 , 1 4 ] , w e k n o w C = Z3 

o r Z2 a n d t h a t A u t r h a s n o s u b g r o u p N . S g i v e n a s i n T a b l e 1 . I t i s a l s o e a s y t o 

p r o v e t h a t S < A u t r * < A u t ( S ) ( u p t o i s o m o r p h i s m ) . B y T h e o r e m 1 . 2 , t o s h o w 

A u t r = C . G , i t r e m a i n s o n l y t o v e r i f y t h a t T a n d G s a t i s f y C o n d i t i o n V, w h i c h 

c a n b e c o m p l e t e d b y u s i n g t h e m e t h o d m e n t i o n e d i n R e m a r k ( b ) o n C o n d i t i o n V. 

I n d e e d , t h i s i s n o t d i f f i c u l t t o c h e c k f o r t h e g r a p h s g i v e n i n [ 8 , 1 4 ] . 

T h e o r e m s 1 . 1 a n d 1 . 2 a r e p r o v e d i n t h e n e x t s e c t i o n . I n t h e f i n a l s e c t i o n w e 

c o n s i d e r Q u e s t i o n ( 2 ) r a i s e d a t t h e b e g i n n i n g o f t h i s p a p e r a n d g i v e s o m e e x a m p l e s 

o f G - q u a s i p r i m i t i v e g r a p h s s u c h t h a t A u t r a n d G h a v e s a m e q u a s i p r i m i t i v e t y p e 

b u t s o c ( A u t F ) ^ s o c ( G ) . 

2 P r o o f o f T h e o r e m s 1 . 1 a n d 1 . 2 

T h e f i r s t l e m m a i s u s e d i n t h e p r o o f o f T h e o r e m 1 . 1 . I t s p r o o f f o l l o w s i m m e d i a t e l y 

f r o m [ 1 7 ] a n d t h e c o n n e c t i v i t y o f T . 

L e m m a 2 . 1 L e t T be a c o n n e c t e d , n o n b i p a r t i t e , Y - l o c a l l y - p r i m i t i v e graph. T h e n 

each i n t r a n s i t i v e n o r m a l subgroup of Y i s s e m i r e g u l a r . 

S u p p o s e n o w t h a t G i s a n a l m o s t s i m p l e g r o u p w i t h s o c l e S a n d l e t G a n d T b e 

g i v e n a s i n T h e o r e m 1 . 1 . W r i t e X := A u t r a n d C := C x ( S ) . S i n c e S i s l o c a l l y 

p r i m i t i v e o n V T , S i s t r a n s i t i v e o n t h e a r c s o f T , a n d s o S i s n o t r e g u l a r o n V T . 

I t f o l l o w s t h a t C i s n o t t r a n s i t i v e o n V T ( s e e , f o r e x a m p l e , [ 2 1 ] o r [ 9 , P r o p o s i t i o n 

2 . 4 ] ) . 

P r o o f [ o f T h e o r e m 1 . 1 ] F i r s t w e s h o w t h a t , f o r e a c h o v e r g r o u p K o f S i n X , i f 

K i s q u a s i p r i m i t i v e t h e n K i s o f t y p e A S . S u p p o s e t o t h e c o n t r a r y t h a t K i s 

n o t o f t y p e A S . B y [ 7 , T h e o r e m 1 . 2 ] , e i t h e r T = K 8 w i t h S = P S L ( 2 , 7 ) a n d 

K = A G L ( 3 , 2 ) ; o r K i s o f t y p e P A w i t h s o c ( K ) = S i x S 2 = S x S a n d S i s a 

d i a g o n a l s u b g r o u p o f s o c ( K ) . I n t h e f o r m e r c a s e , b y [ 6 ] , S a = Z 7 . Z 3 a n d S a i s a 

m a x i m a l s u b g r o u p , a n d h e n c e S a c t s p r i m i t i v e l y o n V T . I t f o l l o w s f r o m [ 2 1 ] t h a t 

C = 1 , w h i c h c o n t r a d i c t s C o n d i t i o n V. I n t h e l a t t e r c a s e , s i n c e S < s o c ( K ) , T 

i s a l s o 5 o c ( i i T ) - l o c a l l y - p r i m i t i v e . S i n c e S{ < s o c ( K ) a n d S i = S , f o r i = 1 , 2 , t h e 

b o t h S \ a n d S2 a r e t r a n s i t i v e b y L e m m a 2 . 1 . I t f o l l o w s t h a t S i a n d S2 a r e r e g u l a r , 
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w h i c h i s i m p o s s i b l e s i n c e \ S i \ = \ S \ > \ V T \ . S o K i s o f t y p e A S . I n p a r t i c u l a r , 

t a k e K = X , t h e n X i s o f t y p e A S . 

S u p p o s e n o w t h a t X i s q u a s i p r i m i t i v e . S i n c e X i s o f t y p e A S , b y C o n d i t i o n V, 

G . C i s n o t m a x i m a l i n X , a n d h e n c e t h e r e i s a p r o p e r s u b g r o u p Y o f X c o n t a i n i n g 

G . C s u c h t h a t G . C i s m a x i m a l i n Y . I f Y i s q u a s i p r i m i t i v e t h e n Y i s o f t y p e A S , 

w h i c h c o n t r a d i c t s C o n d i t i o n V. T h u s Y i s n o t q u a s i p r i m i t i v e . 

L e t N b e a n i n t r a n s i t i v e m i n i m a l n o r m a l s u b g r o u p o f Y w i t h N % C . S i n c e 

r i s a l s o a Y - l o c a l l y - p r i m i t i v e g r a p h , b y L e m m a 2 . 1 , N i s s e m i r e g u l a r o n V T . I f 

N < C . G t h e n C N / C i s i s o m o r p h i c t o a n o r m a l s u b g r o u p o f G , w h i c h i m p l i e s t h a t 

e i t h e r N < C o r S i s o m o r p h i c t o a s u b g r o u p o f C N / C . T h e f o r m e r c a s e c o n t r a d i c t s 

N j t C . W h i l e i n t h e l a t t e r c a s e w e c o n c l u d e t h a t \ N \ i s d i v i s i b l e b y \ S \ , w h i c h 

c o n t r a d i c t s t h e f a c t t h a t N i s s e m i r e g u l a r . T h u s N £ C . G a n d s o Y = ( N , C . G ) 

( s i n c e C . G i s m a x i m a l i n Y ) . T h e n a r g u i n g a s i n t h e p r o o f o f [ 7 , T h e o r e m 1 . 1 ] w e 

c o n c l u d e t h a t N i s a n e l e m e n t a r y a b e l i a n p - g r o u p , f o r s o m e p r i m e p . I f N D C / 1 , 

t h e n i V D C i s n o r m a l i z e d b y J V a n d C . G , r e s p e c t i v e l y . T h u s T V n C i s a n o n t r i v i a l 

n o r m a l s u b g r o u p o f Y . S i n c e N 0 C < C a n d N i s a m i n i m a l n o r m a l s u b g r o u p 

o f Y , N H C = N a n d h e n c e N < C , w h i c h i s n o t t h e c a s e . S o i V n C = 1 . I t 

f o l l o w s t h a t 5 a c t s f a i t h f u l l y b y c o n j u g a t i o n o n N . T h u s £ h a s a f a i t h f u l p r o j e c t i v e 

^ - m o d u l a r r e p r e s e n t a t i o n o f d e g r e e n . A s i m i l a r a r g u m e n t a s i n t h e p r o o f o f [ 1 0 , 

T h e o r e m 1 . 1 ] s h o w s t h a t 5 a n d n / e a r e g i v e n a s i n T a b l e 1 . F o r e x a m p l e , w e 

l o o k a t t h e c a s e w h e r e S = A t ( q ) w i t h q = p \ f o r s o m e p r i m e p 1 . I f p1 ^ p t h e n 

w / e > 0 - l ) / ( 2 , g - 1 ) b y [ 1 3 , T a b l e 5 . 3 . A ] , a n d h e n c e 

\ N \ > g ( i - i ) / < 2 * - i ) > i ^ i > | v r | , 

w h i c h i s i m p o s s i b l e . S o px = p . N o w l e t R V ( S ) d e n o t e t h e m i n i m a l d i m e n s i o n o f 

a f a i t h f u l , i r r e d u c i b l e , p r o j e c t i v e K ^ - m o d u l e , w h e r e K i s a n a l g e b r a i c a l l y c l o s e d 

f i e l d o f c h a r a c t e r i s t i c p . B y [ 1 3 , T a b l e 5 . 4 . C ] , R p ( A i ( q ) ) = 1 + 1 , w h i c h i m p l i e s t h a t 

n / e > l + l . O n t h e o t h e r h a n d , s i n c e a S y l o w p - s u b g r o u p o f A i ( q ) h a s o r d e r ^ ( / + 1 ) / 2 

a n d s i n c e 1 ^ 1 i s d i v i s i b l e b y \ N \ , n / e < 1(1 + l ) / 2 . S o n / e l i e s i n [ / + l , / ( / + l ) / 2 ] . 

A s i m i l a r a r g u m e n t d e a l s w i t h o t h e r n o n a b e l i a n s i m p l e g r o u p s S . 

F i n a l l y , f o r S i n t h e f i r s t c o l u m n o f T a b l e 1 o r E 7 ( q ) , i f t h e r e i s a n o t h e r i n t r a n s i ­

t i v e m i n i m a l n o r m a l s u b g r o u p K n o t c e n t r a l i z e d b y S , t h e n a s i m i l a r a r g u m e n t a s 

a b o v e i m p l i e s t h a t K = Z™ w i t h m / e i n t h e s e c o n d c o l u m n o f T a b l e 1 o r [ 5 6 , 6 3 ] . 

S e t W = N K . N o w W i s a n o r m a l p s u b g r o u p o f X w i t h \ W \ = p n + m . S i n c e 

p n + m i g g r e a t e r ^ ^ t n e p _ p a r t o f \ S \ , W m u s t b e t r a n s i t i v e o n V T b y L e m m a 2 . 1 . 

R e c a l l t h a t S i s o n e o f t h e f o l l o w i n g g r o u p s : B i { q ) o r Ci(q) w i t h / € { 3 , 4 } , D f ( q ) 

w i t h / = 4 o r 5 , 3 ^ 4 ( g ) w i t h q o d d o r £ 7 ( 2 ) - F r o m [ 1 1 , C o r o l l a r y 2 ] i t f o l l o w s 

t h a t S = P S p ( 4 , 3 ) a n d | V T | = 2 7 , a n d s o X < A G L ( 3 , 3 ) . H o w e v e r i t i s t r i v i a l 

t o s e e t h a t P S p ( 4 , 3 ) i s n o t i s o m o r p h i c t o a s u b g r o u p o f A G L ( 3 , 3 ) , w h i c h i s a 

c o n t r a d i c t i o n . S o N i s t h e u n i q u e i n t r a n s i t i v e m i n i m a l n o r m a l s u b g r o u p o f X n o t 

c e n t r a l i z e d b y S . • • 

P r o o f [ o f T h e o r e m 1 . 2 ] W e c l a i m f i r s t t h a t A u t T i s n o t q u a s i p r i m i t i v e . I f t h i s i s 

n o t t h e c a s e , b y T h e o r e m 1 . 1 , A u t r c o n t a i n s a n o n - q u a s i p r i m i t i v e s u b g r o u p Y s u c h 

t h a t C . G i s m a x i m a l i n Y . L e t N b e a n i n t r a n s i t i v e m i n i m a l n o r m a l s u b g r o u p Y . 
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I f N % C , b y T h e o r e m 1 . 1 , w e c o n c l u d e t h a t N : S w o u l d b e i n T a b l e 1 , w h i c h i s n o t 

t h e c a s e . S o N < C a n d h e n c e N = C = Z P l . S i n c e G 2 ( C . G ) / C < Y / C a n d Y / C 

i s i s o m o r p h i c t o a s u b g r o u p o f A u t r * , S < Y / C < A u t ( 5 ) ( u p t o i s o m o r p h i s m ) . 

I t f o l l o w s t h a t Y = C . G U f o r s o m e g r o u p G i w i t h S < G i < A u t ( S ) . O n t h e 

o t h e r h a n d , f r o m t h e d e f i n i t i o n o f G w e k n o w t h a t G i s t h e m a x i m a l g r o u p a m o n g 

t h e g r o u p s H w i t h t h e p r o p e r t i e s t h a t S < H < A u t ( 5 ) a n d C . H < A u t r , w h i c h 

i m p l i e s t h a t G \ = G . T h u s Y = C . G , w h i c h i s a c o n t r a d i c t i o n . S o A u t r i s 

n o n - q u a s i p r i m i t i v e . 

L e t N b e a n i n t r a n s i t i v e m i n i m a l n o r m a l s u b g r o u p o f A u t r . I f T V ^ C t h e n 6* 

a c t s n o n t r i v i a l l y b y c o n j u g a t i o n o n N . N o w N i s s e m i r e g u l a r o n V T b y L e m m a 2 . 1 . 

T h e n a r g u i n g a s i n t h e p r o o f o f T h e o r e m 1 . 1 , w e c o n c l u d e t h a t N = Z™, f o r s o m e 

p r i m e p a n d i n t e g e r n > 1 , a n d N : S l i e s i n T a b l e 1 , w h i c h i s a c o n t r a d i c t i o n . S o 

N < C , a n d h e n c e N = C . N o w C < A u t r a n d A u t T / C i s a s u b g r o u p o f A u t r * . 

T h u s A u t r * C . G * , f o r s o m e s u b g r o u p G * o f A u t r * w i t h S < G * < A u t ( S ) 

( u p t o i s o m o r p h i s m ) . F r o m t h e d e f i n i t i o n o f G i t f o l l o w s t h a t G \ = G a n d h e n c e 

A u t r = C . G . D 

3 S o m e e x a m p l e s o f q u a s i p r i m i t i v e g r a p h s 

I n t h i s s e c t i o n w e a l w a y s a s s u m e t h a t G i s a n a l m o s t s i m p l e g r o u p a n d T i s a 

c o n n e c t e d G - a r c t r a n s i t i v e g r a p h w i t h v a l e n c y d r . B y [ 2 0 ] t h e r e e x i s t s a 2 - e l e m e n t 

g G G w i t h t h e p r o p e r t i e s : g £ N G ( # ) , g 2 6 H a n d { H , g ) = G , s u c h t h a t 

r £ T * : = T ( G , H , H g H ) w i t h d r = \H ; , # n H % w h e r e T * i s d e f i n e d b y 

V T * = { H x \ x £ G } , E T * = { { H x , H y } \ x , y e G , x y ~ l € H g H ) . ( 1 ) 

A l l c o n n e c t e d r e g u l a r G - a r c t r a n s i t i v e g r a p h s c o n s i d e r e d i n t h i s s e c t i o n w i l l b e 

d e f i n e d i n t e r m s o f a s u b g r o u p H a n d a 2 - e l e m e n t g a s i n ( 1 ) . 

N o w w e g i v e s o m e e x a m p l e s o f G - q u a s i p r i m i t i v e g r a p h s . T h e first e x a m p l e g i v e s 

a l l G - q u a s i p r i m i t i v e g r a p h s w i t h a p r i m e p o w e r n u m b e r o f v e r t i c e s , f o r G a n o n -

a b e l i a n s i m p l e g r o u p . T h e p r o o f o f E x a m p l e 3 . 1 f o l l o w s i m m e d i a t e l y f r o m [ 1 1 , 

C o r o l l a r y 2 ] a n d [ 6 ] . 

E x a m p l e 3 . 1 L e t T b e a finite c o n n e c t e d g r a p h a n d s u p p o s e t h a t G i s a t r a n s i t i v e 

s u b g r o u p o f A u t r w i t h G a n o n a b e l i a n s i m p l e g r o u p . I f | V T | i s a p r i m e p o w e r , 

t h e n e i t h e r T i s a c o m p l e t e g r a p h o r G = P S U ( 4 , 2 ) a n d | V T | = 2 7 . F u r t h e r , G 

a n d s o c ( A u t r ) a r e g i v e n i n T a b l e 2 . 

T h e g r a p h s o n t h e first five l i n e s o f T a b l e 2 a r e a l l c o m p l e t e , b u t t h e g r a p h f o r 

P S U ( 4 , 2 ) i s n o t . T h e g r a p h s o n l i n e s t w o t o five p r o v i d e o n e i n f i n i t e f a m i l y a n d 

t h r e e p a r t i c u l a r g r a p h s w i t h t h e p r o p e r t y t h a t s o c ( G ) ^ s o c ( A u t T ) . 

E x a m p l e 3 . 2 L e t T b e a c o n n e c t e d G - a r c t r a n s i t i v e g r a p h o f v a l e n c y d p ? w h e r e 

( G , | V T | ) i s o n e o f ( P r L ( 2 , 8 ) , 3 6 ) , ( A 9 , 1 2 0 ) a n d ( M n , 5 5 ) . T h e n A u t r i s a n a l m o s t 

s i m p l e g r o u p . M o r e o v e r , t h e p a i r ( G , s o c ( A u t G ) i s ( P S L 2 ( 8 ) , A g ) , ( A 9 , H ^ " ( 2 ) ) o r 

( M n , A n ) , r e s p e c t i v e l y . 
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G 

A p a 

P S L ( n , g ) 

P S L ( 2 , 1 1 ) 

M 2 3 

M n 

P S U ( 4 , 2 ) 

\ V T \ 

Pa 

q - l r 

1 1 

2 3 

1 1 

2 7 

s o c ( A u t r ) 

A p a 

A p a 

^ 1 1 

A 2 3 

A n 

P S U ( 4 , 2 ) 

c o m m e n t s o n G a 

G a = A p a _ i 

t h e s t a b i l i z e r o f a l i n e o r h y p e r p l a n e 

G a = A 5 

G a * M 2 2 

G a S M i o 

G Q £ 2 4 : A 5 

T a b l e 2 

1 G 

P r L ( 2 , 8 ) 

J A 9 

dv 

1 4 o r 2 1 

5 6 o r 6 3 

1 8 o r 3 6 

\ V T \ 

3 6 

1 2 0 

5 5 

G a 

7 : 6 

P S L ( 2 , 8 ) . 2 

3 2 : Q 8 . 2 

s o c ( G ) 

P S L ( 2 , 8 ) 

A 9 

A u t r 

s 9 

ft+(2) 

T a b l e 3 

P r o o f F o r a € V T w r i t e H = G a . F o r ( < 7 , | V T | ) g i v e n a s a b o v e , b y [ 6 ] w e h a v e 

t h e s t r u c t u r e o f H a s g i v e n i n T a b l e 3 ( s e e C o l u m n 4 ) . N o t e t h a t H i s a m a x i m a l 

s u b g r o u p o f G , f o r G a n d G a g i v e n a s i n T a b l e 3 . S o ( H , g ) = G , f o r a n y 2 - e l e m e n t 

g G G \ H , a n d h e n c e t h e g r a p h T = T ( G , H , H g H ) i s a c o n n e c t e d C - a r c t r a n s i t i v e 

g r a p h w i t h v a l e n c y d r = \H : H 0 H 9 \ . L o o k f i r s t a t G = P r L ( 2 , 8 ) a n d H = R : T 

w i t h R = Z7 a n d T = ^ 6 . C o m p u t a t i o n s h o w s t h a t T i s s e l f - n o r m a l i z e d i n G . 

T h u s | i T f l H 9 \ i s e i t h e r 2 o r 3 , a n d s o dr = 2 1 o r 1 4 . M o r e o v e r , s i n c e a S y l o w 

2 - s u b g r o u p o f G i s e l e m e n t a r y a b e l i a n a l l s u i t a b l e 2 - e l e m e n t s g h a v e o r d e r 2 . I f 

d r = 2 1 t h e n H C\ H 9 = 2 . U s i n g t h e M A G M A p r o g r a m ( s e e F i g u r e 1 ) w e o b t a i n 

b o t h a l l c o n n e c t e d ( P r L ( 2 , 8 ) ) - a r c t r a n s i t i v e g r a p h s w i t h v a l e n c y 2 1 a n d t h e i r f u l l 

a u t o m o r p h i s m g r o u p s . U s i n g a s i m i l a r m e t h o d w e o b t a i n T a b l e 3 , a n d t h e t h e o r e m 

f o l l o w s f r o m C o l u m n s 4 a n d 5 o f T a b l e 3 . • 

R e m a r k o n E x a m p l e 3 . 2 R e c a l l t h e d e f i n i t i o n o f 2 - c l o s u r e o f a f i n i t e p e r m u t a t i o n 

g r o u p : i f G i s a f i n i t e p e r m u t a t i o n g r o u p o n a s e t Q, t h e 2 - c l o s u r e G ^ o f G i s t h e 

l a r g e s t s u b g r o u p o f S y m ( f t ) c o n t a i n i n g G w h i c h h a s t h e s a m e o r b i t s a s G i n t h e 

i n d u c e d a c t i o n o n 0 x 1 2 . F o r e a c h g r o u p G i n E x a m p l e 3 . 2 , T a b l e 3 s h o w s t h a t 

A u t T £ G ^ 2 \ a n d a U p a i r s o f ( G , A u t r ) i n t h e e x a m p l e o c c u r i n [ 1 5 , T a b l e 1 ] . 

A c k n o w l e d g e m e n t W e a r e g r a t e f u l t o J o h n C a n n o n f o r a s s i s t a n c e i n s e t t i n g u p 

t h e M A G M A p r o g r a m s f o r c a l c u l a t i n g g e n e r a l a r c - t r a n s i t i v e g r a p h s . 
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H : = P G a m m a L ( 2 , 8 ) ; 

A : = S y l o w S u b g r o u p ( H , 7 ) ; 

M : = N o r m a l i z e r ( H , A ) ; 

f o r x i n M d o 

i f O r d e r ( x ) e q 3 t h e n 

f o r y i n M d o 

i f O r d e r ( y ) e q 2 t h e n 

M 6 : = s u b < H I x , y > ; 

i f 0 r d e r ( M 6 ) e q 6 t h e n 

B : = M 6 ; b r e a k ; 

e n d i f ; 

e n d i f ; 

e n d f o r ; 

e n d i f ; 

e n d f o r ; 

B 3 : = S y l o w S u b g r o u p ( B , 3 ) ; 

B 2 : = S y l o w S u b g r o u p ( B , 2 ) ; 

A 2 1 : = s u b < H | A , B 3 > ; 

N 2 : = N o r m a l i z e r ( H , B 2 ) ; 

p h i , G : = C o s e t A c t i o n ( H , M ) ; 

T : = S t a b i l i z e r ( G , 1 ) ; 

A 2 1 : = p h i ( A 2 1 ) ; 

B 2 : = p h i ( B 2 ) ; 

N B 2 : = N o r m a l i z e r ( G , B 2 ) ; 

G r p h s : = [ ] ; 

f o r g i n N B 2 d o 

i f O r d e r ( g ) e q 2 a n d s u b < G | T , g > e q G t h e n 

p r i n t " S u c c e s s w i t h " , g ; 

f o u n d : = t r u e ; 

N b s : = { l ~ ( g * x ) : x i n A 2 1 } ; 

G r : = G r a p h < S u p p o r t ( G ) I < 1 , N b s > ~ G > ; 

p r i n t G r ; 

p r i n t ( A u t o m o r p h i s m G r o u p ( G r ) ) ; 

p r i n t O r d e r ( A u t o m o r p h i s m G r o u p ( G r ) ) ; 

A p p e n d ( " G r p h s , G r ) ; 

e n d I f ; 

e n d f o r ; 

F i g u r e 1 : M A G M A p r o g r a m f o r P r L ( 2 , 8 ) - a r c t r a n s i t i v e g r a p h s o f v a l e n c y 2 1 
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